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We treat the one-dimensional harmonic oscillator completely in the field theoretic calculus of
many time generating functionals. Without the results of common quantum mechanics we com-
pute eigen values and functionals of the energy preparing all information of the harmonic os-
cillator. As an example of functional integration and for applications in scattering theory we
prove orthonormality relations of these functionals.

1. Einfiihrung

In der Quantenfeldtheorie kann die Dynamik von
physikalischen Systemen durch Funktionale von
zeitgeordneten Produkten mit Feldoperatoren in der
Heisenbergdarstellung und die zugehérigen Funk-
tionalgleichungen beschrieben werden1-5. Diese ver-
mitteln alle physikalischen Informationen und man
besifle in ihnen ein niitzlichps mathematisches
Hilfsmittel, falls man sie ohne Storungstheorie losen
konnte. Der eindimensionale Harmonische Oszilla-
tor kann als ein Testsystem betrachtet werden, weil
er im Funktionalkalkiil exakt l6sbar ist und eine
Verallgemeinerung auf freie Felder zuldf3t6.

In Abschnitt 2 wird das Problem zunéichst for-
muliert, dann werden in den Abschnitten 3 bis 7
schrittweise die Funktionalgleichungen gelost und
schlieflich in Abschnitt 8 die Orthonormiertheit der
Losungsfunktionale unter einem speziellen Skalar-
produkt gezeigt, wodurch dann Konvergenzpro-
bleme im Zusammenhang mit der Entwicklung nach
Funktionalsystemen behandelt werden konnen?.

2. Funktionale Grundgleichungen

Die kanonischen Bewegungsgleichungen des Har-
monischen Oszillators
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lassen sich mit Hilfe eines spinoriellen Feldoperators

t =1
pu(t) = {th; fir > 2}

ahnlich wie in 8 und 9 beim Anharmonischen Os-
zillator in der Form schreiben
S vall) = Bugys), (Bup) = (% 1. (23)
Die Vertauschungsrelationen lauten dann
[ya (), pa(t)]- =14l (dup) =(_] (). (2.4)
In 8-11 sind Vorschriften angegeben, wie daraus
Funktionalgleichungen fiir die erzeugenden Funk-
tionale der mehrzeitigen Operatorprodukte gebildet
werden konnen. Wir benutzen hier zunéichst Matrix-
elemente in einer beliebigen Hilbert-Raum-Basis
[a), |B>...
Tap(j) = a| Tel=Ov<08 by, (2.5)
Das Symbol 7' bedeutet Zeitordnung; bei griechi-
schen Indizes wird die Summenkonvention ver-
wendet. Fiir die Quellfunktionen j,(f) wahlen wir
Funktionen aus dem Raum § (der quadratintegrab-
len und im Unendlichen hinreichend stark abfallen-
den Funktionen).
Man erhilt so die funktionalen Bewegungs-
gleichungen

(2.2)
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(5aﬁ 55 Baﬂ) 7526 Lav(j) =t Aupjs(t) Tav ()
(2.6)
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FUNKTIONALE DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

und die funktionale Quantenbedingung

lim ( 62 I ) T (i)
i tast \ 80 (01) 10 (82) 4 0jaa(tr) 0o (t2) ) ~ °0V
= Aalfxa Ta/b (7) & (27)

Fir Energieeigenzustinde als Basisvektoren m/’,
m = 0,1,2,... ergeben sich zusitzlich die funk-
tionalen Eigenwertgleichungen.

oood 8
Jati. 0 i’é’jl[(t) Tmm

+(7172)
— En) Tum- (j192) - (2.8)

3. Losungsansatz

Zur Losung von Gl. (2.6) definieren wir folgende
Green-Funktion

d ’
(aaﬁ L Baﬁ) Gpolt — ') = 0ugd(t — 1), (3.1)

wofiir wir durch Fourier-Transformation und an-
schlieBende Feynman-Integration in bekannter
Weise berechnen12

(Gug(t — ) =} (83E—1) 2 ).

(3.2)

Zwischen dieser Green-Funktion und der Feynman-
Propagator-Funktion des Harmonischen Oszillators

ATt —t): =<0 Tya)ps®) 0> (3.3)
besteht also die einfache Beziehung
AuCost — )= A5t —1). (34

Mit Hilfe dieser Green-Funktion erhalten wir aus
(2. 6)

zéy @) Tav () (3.5)
=1 [Gap(t —t') Apojo(t') dt’ Tan(j) + Hal(j) -

Dabei ist der Einflu} der vorldufig nicht niher spe-
zifizierten Randbedingungen im Funktional H, (j)
enthalten, fiir das gilt

d
(6003 At
Die Losung der Gl. (3.5) ohne den inhomogenen
Term H, (j) 1Bt sich leicht angeben

TG) = @oeXp{—% (1 AGj) = DPoexp{— } (jA¥j),
(GAFG): = [dedt ju(t) Ags(t — ') ja(t)) - 3.7)

Bug | Ha()=0.  (3.6)

12 S, S. ScCHWEBER, An Introduction to Relativistic Quan-
tum Field Theory, Harper and Row, New York 1964.
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Die inhomogene Gleichung versuchen wir durch
Variation der Konstanten zu losen

Tav () = T'() Pas (j) » (3.8)
was nur moglich ist, wenn gilt
) . "
TG) 555 Porli) = Ha) . (3.9)

Wir erkennen in 7'(j) das Schwingersche Vakuum-
funktional fiir den Harmonischen Oszillator! und in
dem Ansatz (3.8) die bekannte Wick-Regel13. Durch
diesen Ansatz befriedigen wir tbrigens auch gleich-
zeitig die Quantenbedingung (2.7).

4. Losung der homogenen Gleichung

Wegen (3.6) entsteht aus der Bedingung (3.9)
folgende homogene funktionale Differentialglei-
chung

d
(5aﬁ§ = Baﬂ) 50 ¢ab(7) =0. (4.1)

Zu ihrer Losung machen wir einen Ansatz in der
Form einer Volterra-Reihe in den j (¢)

Pur() =S ;"‘ [ty -

n=0

“Jon (tn)
(4.2)

“dty (pab (cu a,.) 711 (t)-

ohne Einschrinkung mit symmetrischen Koeffi-
zienten. In der reellen Funktionentheorie entspricht
dies einer Weierstral3-Approximation durch Poly-
nome und ist in solchen Funktionenrdumen moglich,
fiir welche die lineare AbschlieBung der Potenzen a7
dicht liegt. Wir betrachten hier also etwas einge-
schriankte Funktionale.

Durch Koeffizientenvergleich erhdlt man ein
System von gewéhnlichen Differentialgleichungen

d
(4.3)
mit der allgemeinen Losung
P =3 Sz () -2z )

P(A1...hn) k=0

nBElx), - (44)

wobei die ¢ komplexe Konstanten und Z1, Z2 die

zwei linear unabhéngigen Losungen von (4.3) fir

n = 1 sind

ZHG) = @) (—iw)r - emieh 22 Q) = Z1() .
(4.5)

13 F. A. Berkzin, The Method of Second Quantization,
Academic Press, New York 1966.
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Das zugehorige Funktional Z (j
erfiillt die Relation

|Z|2 = (j Re AFj).

B detZl( Ja(t)

(4.6)

5. Eigenwertgleichung

Zur Bestimmung der freien Konstanten cj; ziehen
wir die Eigenwertgleichung (2.8) heran. Sie liefert
fir die @7-Funktionen das folgende Gleichungs-
system

n a At E
Z at (pmm ((11 Kln) :(

das man wieder durch Koeffizientenvergleich der
j-Potenzen gewinnt. Die Eigenwertdifferenzen der
Energie emm' = (Em — Em’)|o ergeben sich durch
Einsetzen der Losung (4.4)
2k —n)) k=0

fur alle nund £ =0,1,2,...,n

— Em )mmm (au an) (3. 1)

(5.2)

(Emm —

d.h. man erhalt fir die ¢, alle ganzen Zahlen und
fir die Energieeigenwerte selbst (£ ist willkiirliche
Konstante)

Em=m-w+ E. (5.3)
Bei vorgegebenem Wert fir ¢ = emm sind daher
nur noch die Parameter ¢} mit £ = } (n + &) frei

wahlbar, wihrend alle anderen verschwmden mius-
sen. Wir wollen das zugehorige Eigenfunktional
noch festhalten

[— ZG)e- S (— ) cdtee.

D¢ (j) = I:oo fiir
[Z(G)]¢ IZO( Yo |Z(G) | e<0
Z@G):=12o) 2 [ji) e dt + 0(2w)?  (54)
< [ja(t)e~i@tde.

6. Bedingung der Unitaritat

Zu jedem Eigenwert gehort also noch eine Schar
von Eigenfunktionalen, d.h. jeder Eigenwert ist

m
e —3(j4%j) . Z()n m S‘(_

: =
Twn(j) = ’ 7
e~ 2G4AT) . (— Z(y))m—n 8 Z (—

=0

)| Z(j

) Z(G))
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beim Harmonischen Oszillator unendlich oft ent-
artet.

Zur eindeutigen Festlegung der Funktionale
sehen wir zwei Moglichkeiten: entweder man ver-
schafft sich ein orthonormiertes System von Lésun-
gen, was wir im Abschnitt 8 eroértern, oder man ver-
langt die Unitaritit der Funktionale. Darunter
wollen wir folgendes verstehen?:

Zu jedem Eigenwert E, gehort im quanten-
mechanischen Hilbert-Raum ein Eigenvektor |m ).
Diese bilden beim eindimensionalen Harmonischen
Oszillator bekanntlich eine Basis. Die Matrix-
elemente 7', (j) des erzeugenden Funktionals in
dieser Basis miissen daher der Relation geniigen

Z ka T (§) = <m[ T@G) |k - <m| T (5) |1
m=0 m=0
= k[ T(G) TG) |1) = Ox (6.1)

falls der Zeitordnungsoperator 7' unitér ist. Diese
Tatsache wird hier als ein Postulat eingefiihrt, der
Beweis ist auf anderem Wege fiir eine wichtige
Gruppe von quantenmechanischen Systemen in 14
erbracht worden.

Auf die Energiedifferenzen (¢ = m — k) umge-
schrieben lautet die Forderung

2 D)) P

e=—k

e+k—1(f) = Oy eUBA™ (6.2)
Beachtet man ferner, dall neben @, auch @_, Eigen-
l6sung zum reellen Eigenwert ¢ ist, so reicht Gl. (6.2)
aus, um durch erneuten Koeffizientenvergleich die
tibrigen freien Parameter zu bestimmen
Vm!n!
=010+ m—n)! fir
0 I>n
(6.3)

2l+m—n __
c; it =
l+m—mn

Unsere Ergebnisse wollen wir nochmals zusammen-
stellen

NEY 71/77}'711' B L=
)| m—D0D'"(1+n—m)! W=
] fir (6.4)
. lgl Vmin! =

=011+ m—mn)!

Auch mit Hilfe der Schrodinger-Theorie errechnet man diese Ausdriicke15.

14 H. SoHR, Z. Naturforsch. 25a, 804 [1970].

15 R. WEBER, Dissertation Universitidt Tubingen 1970.



FUNKTIONALE DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

7. Symmetrisierung

Da die Funktionalgleichungen (2.6) bis (2.8) ge-
geniiber einer Verschiebung des Parameters ¢ in-
variant sind, wurde in 10 die Frage untersucht, ob
man das Gleichungssystem geeignet symmetrisieren
kann, ohne dabei jedoch die Mannigfaltigkeit der
Losungen zu verandern.

Wir kldren diese Frage an folgendem ,,Ausschmie-
rungsoperator,,

2
= 3 [dtdr (ryp(t — 1) ja(t)

a=1
. o
") aj507):
indem wir ihn auf (3.5), also auf die mittels Green-
Funktion integrierte Bewegungsgleichung anwen-
den. Ohne den inhomogenen Term S (j) Hy(j) sollte
sie nur die Losung besitzen

T (j) = Do - e~ G 4¥))

+ sap(t — (7.1)

(7.2)

Wir variieren nun die Konstante @y durch den
Ansatz

Boli) =3

n=0

** Jan ()
(7.3)

.::y fdtl dt" (FO (’11 an) 70‘1 tl

und gehen damit in die ausgeschmierte Gleichung
ein. Durch Koeffizientenvergleich der j-Potenzen er-
halten wir das Resultat15: Nur der Operator
2

8(j) = Zlf dt je () (7.4)
hat die Eigenschaft, daf3 die urspriingliche und die
symmetrisierte Funktionalgleichung dieselbe Lo-
sungsgesamtheit hat. Aus dem weiteren Losungsweg
in Abschnitt 3 wird sofort klar, daB3 der inhomogene
Term iiberhaupt keinen Einflul auf diese Unter-
suchung besitzt, weil lediglich H, (j) durch S (5) Ho(j)
ersetzt wird.

8. Orthogonalitatsrelationen

Wir haben bereits erwihnt, dal man die Eigen-
funktionale des Harmonischen Oszillators auchdurch
Orthonormieren eindeutig festlegen kann. Aus
Platzmangel wollen wir in diesem Abschnitt jedoch
nur zeigen, dafl die errechneten 7', (j) aus (6.4)
beziiglich eines speziellen Skalarprodukts im Funk-
tionalraum bereits orthonormiert sind.
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Als Skalarprodukt nehmen wir ein sog. Fried-
richs-Shapiro-Integral16 mit einem bestimmten
Maffaktor; dieses haben STuMPF? und SoHR!! zu
einem algebraischen Kalkiil entwickelt. Fiir unsere
Zwecke geniigt dabei folgende Definition. Ein nicht-
lineares Funktional sei als Volterra-Reihe gegeben

Tmm()“Yildtl
r= 0

der Tmm m1 ar)7°‘z (t1)" = *Jac (tr).
(8.1)

Dann hat

T ) | Lo G = [ Lo G) T () =975

— (k+1) l

—gzgemdek'l (k+1/2) 1 20651372 jdty -

eo (-1 (tetri+rlicn A S N /2!
Ll | ye Sym{rmm e &

Qk+1+1 %Ak +1 nn ok+1 Ok +1

dtk+lG 1(!1 la)

A1a2

et

(8.2)

die Eigenschaften eines Skalarproduktes, falls die
rechte Seite existiert (zum Beweis vgl. 7-11,16),
AuBerdem ist natiirlich auch

(T mm’ ITnn A_ ”A )|2T;m’(7)
: Tnn’ (7) e=Uen 67 (8.3)

mit einem multiplikativen Faktor A4 (j) ein Skalar-
produkt fir 7'mn(j). Es geniigt daher, die Ortho-
gonalitdt der @-Funktionale nachzuweisen

(P (1) | P (1)) = O * O -~ (8:4)
Es gilt nun der Satz: Wahlt man als MaBfaktor
du(j) = 99D o,
(7Gj): = [dtdt ju(t) Gap(t, t') ja(t') (8.5)
mit dem Kern

Gap(t,t') = gupg(t) O (t — '),
Gup) = (%" 9, [gydt=1, (8.6

dann sind die @-Funktionale beim Harmonischen
Oszillator orthonormiert.

Der Beweis kann direkt durch Ausrechnen der
Lebesgue-Integrale gefiihrt werden15.

Dagegen liefert das funktionale Integral mit dem
einfachen GauB-Faktor e~ ¥von SYMANZzIK 1:5schon
fir den Harmonischen Oszillator eine divergente
Norm.
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